
Про вiдстанi вiд вершини трикутника
до його чудових точок
О. Карлюченко та Г. Фiлiпповський

У статтi пiде розмова про властивостi вiдрiзкiв, якi з’єднують вершину A трику-
тника ABC з однiєю з чудових точок цього трикутника: точкою перетину висот H,
точкою перетину медiан M, точкою перетину бiсектрис I, центром описаного кола O,
центром кола Ойлера (кола дев’яти точок) E.

I. Вiдрiзок AH.

Властивiсть 1. AH = 2OM1, де M1 — середина сторони BC.
Доведення. Проведемо дiаметр BD кола ω, описаного навколо трикутника ABC

(рис. 1). Тодi ∠DCB = ∠DAB = 90◦ (вписанi, спираються на дiаметр). Тому DC ∥ AH
та AD ∥ CH. Отже, ADCH — паралелограм та DC = AH. Але DC = 2OM1, оскiльки
OM1 — середня лiнiя трикутника BDC. Отже, AH = 2OM1.

Властивiсть 2. AH2 = 4R2 − a2, де R — радiус описаного кола трикутника ABC
та BC = a.

Доведення. Розглянемо прямокутний трикутник BOM1 (рис. 1), в якому BO = R
та BM1 =

a
2
. За теоремою Пiфагора знаходимо OM2

1 = BO2−BM2
1 = R2− a2

4
. Оскiльки

AH2 = 4OM2
1 (властивiсть 1), то AH2 = 4R2 − a2.

Властивiсть 3. AH = 2R · | cosA|.
Доведення. Нехай ∠BAC ≤ 90◦. Оскiльки ∠BOC = 2A — центральний кут (рис. 1)

та BO = CO = R, то ∠COM1 = ∠BOM1 = A. Тодi з прямокутного трикутника BOM1

дiстаємо, що OM1 = R · cosA. Якщо ∠BAC > 90◦, то аналогiчно ∠BOC = 360◦ − 2A,
∠BOM1 = 180◦ − A та OM1 = R · cos(180◦ − A) = R · | cosA|. Отже, у всiх випадках
AH = 2OM1 = 2R · | cosA|.

Властивiсть 4. AH = a · | ctgA|.
Доведення. За властивiстю 3 маємо AH = 2R · | cosA|. Залишається пiдставити

2R = a
sinA

(теорема синусiв).
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Властивiсть 5. AH = 2R + r − ra (r — радiус
вписаного кола трикутника ABC, ra — радiус зов-
нiвписаного кола, яке дотикається до сторони BC i
продовжень двох iнших сторiн).

Доведення. Нехай I, Ia — центри вписаного та
зовнiвписаного кiл, якi дотикаються до сторони BC
у точках K та T вiдповiдно (рис. 2). Тодi IK = r,
IaT = ra. Нехай також W — точка перетину бiсе-
ктриси кута A з колом ω та N — точка перетину TI
з OW. Оскiльки ⌣BW =⌣CW , то O − M1 − W —
одна пряма. Неважко показати, що BK = CT. То-
дi TM1 = M1K. Очевидно, що NW — середня лi-
нiя трикутника ITIa (з рiвностi TM1 = M1K випли-
ває рiвнiсть вiдрiзкiв IW та WIa). Отже, NW = ra

2
.

Але NM1 — середня лiнiя трикутника TIK, тому
NM1 = r

2
та M1W = ra−r

2
. Оскiльки OW = R, то

OM1 = R − ra−r
2

, звiдки AH = 2OM1 = 2R + r − ra,
що завершує доведення.

Окремi випадки.

Задача 1. У трикутнику ABC вiдрiзок AH дорiвнює сторонi BC. Знайти величину
кута A.

Розв’язання. За властивiстю 4 маємо AH = a·| ctgA|. Згiдно з умовою a = a·| ctgA|,
звiдки | ctgA| = 1. Тому A = 45◦ або A = 135◦. I навпаки, у довiльному трикутнику
ABC з кутом A = 45◦ або A = 135◦ за властивiстю 4 буде AH = a.

Задача 2. Знайти величину кута A трикутника ABC, якщо вiдомо, що AH = R.
Розв’язання. За властивiстю 3 маємо R = 2R · | cosA|, звiдки | cosA| = 1

2
. Тодi

A = 60◦ або A = 120◦. I навпаки, у довiльному трикутнику ABC з кутом A = 60◦ або
A = 120◦ за властивiстю 3 буде AH = a.

Задача 3. У гострокутному трикутнику ABC вiдомо,
що AH = R. Доведiть, що IO = IH.

Доведення. Неважко показати, що

∠BAH = ∠CAO = 90◦ −B.

Звiдси випливає, що промiнь AI є спiльною бiсектрисою
кутiв ∠BAC та ∠HAO, а отже ∠HAI = ∠IAO (рис. 3).
Тодi трикутники HAI та OAI рiвнi за двома сторонами та
кутом мiж ними, звiдки IO = IH.

Задача 4. У гострокутному трикутнику ABC вiдомо, що AH = 2r. Доведiть, що
OI ∥ BC.

Доведення. Якщо AH = 2r, то OM1 =
1
2
AH = r. Точки O та I знаходяться по одну

сторону вiд прямої BC на однаковiй вiдстанi вiд неї (рiвнiй r). Отже, OI ∥ BC.
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Задача 5. У гострокутному трикутнику ABC вiдомо, що AH = r. Доведiть, що
точки M1, I, H лежать на однiй прямiй.

Доведення. Нехай пряма M1I перетинає висоту AH1

у точцi F . Покажемо, що AF = r. Оскiльки AH = r, то
звiдси випливатиме, що точки H та F збiгаються, тобто
H лежить на прямiй M1I. Нехай W — точка перетину
бiсектриси кута A з описаним колом трикутника ABC
та K — точка дотику вписаного у трикутник ABC кола
зi стороною AC. Неважко перевiрити, що трикутники
AFI та WM1I, AKI та BM1W подiбнi (рис. 4). Тому
AF : M1W = AI : IW та KI : M1W = AI : BW.
Оскiльки BW = IW (теорема про “тризуб”), то звiдси
AF = KI = r.

II. Вiдрiзок AM.

Властивiсть 6. AM = 2
3
ma, де ma = AM1 — медiана трикутника ABC.

Доведення. Це так, оскiльки медiани трикутника перетинаються в однiй точцi та
дiляться нею у вiдношеннi 2 : 1, рахуючи вiд вершини.

Властивiсть 7. AM2 = 2(b2+c2)−a2

9
.

Доведення. Ця формула випливає з формули довжини медiани m2
a =

2(b2+c2)−a2

4
, бо

AM = 2
3
ma.

Властивiсть 8. AM2 ≥ 4
9
p(p− a), де p = a+b+c

2
— пiвпериметр трикутника.

Доведення. Внаслiдок властивостi 7 маємо

9AM2 − 4p(p− a) =2(b2 + c2)− a2 − 4 · a+ b+ c

2
· b+ c− a

2
=

=2b2 + 2c2 − a2 − ((b+ c)2 − a2) = (b− c)2 ≥ 0.

Окремi випадки.

Задача 6. Нехай AM = a. Доведiть, що медiани, прове-
денi з вершин B та C, перпендикулярнi.

Доведення. Нехай AM1, BM2 та CM3 — медiани трикутни-
ка (рис. 5). За умовою MM1 =

AM
2

= BC
2
. Отже, у трикутнику

BMC медiана, проведена до сторони BC, дорiвнює половинi
цiєї сторони. Звiдси випливає, що ∠BMC = 90◦.

Задача 7. Нехай AM = a. Доведiть, що b2 + c2 = 5a2.
Доведення. Якщо AM = a, то за властивiстю 7 маємо

a2 = 2(b2+c2)−a2

9
, або 9a2 = 2b2 + 2c2 − a2, звiдки b2 + c2 = 5a2.

Задача 8. Нехай AM = R. Доведiть, що A ≤ 60◦.
Доведення. За нерiвнiстю трикутника для вiдстаней мiж точками A,O,M1 маємо

AO+OM1 ≥ AM1 (рис. 6). Оскiльки AO = R, AM1 =
3
2
AM = 3

2
R та OM1 = R| cosA|,
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то R + R| cosA| ≥ 3
2
R, або | cosA| ≥ 1

2
, звiдки A ≤ 60◦ або A ≥ 120◦. Але якщо кут A

тупий, то точка A лежить всерединi кола, побудованого на BC як на дiаметрi. Тодi
AM1 <

1
2
BC ≤ R, що суперечить рiвностi AM1 =

3
2
R. Отже, можливий лише випадок

A ≤ 60◦.

Задача 9. Нехай AM = R. Доведiть, що cosφ = b2+c2

6R2 , де φ = ∠OAM.

Доведення. Оскiльки R2 = AM2 = 2(b2+c2)−a2

9
(властивiсть 7), то 2(b2+c2) = 9R2+a2.

За теоремою косинусiв для трикутника OAM1 та за теоремою Пiфагора для трику-
тника OCM1 (рис. 7) знаходимо

OM2
1 = R2 + 9

4
R2 − 3R2 cosφ = R2 − a2

4
.

Звiдси
cosφ = 9R2+a2

12R2 = 2(b2+c2)
12R2 = b2+c2

6R2 .

Задача 10. Чи iснує трикутник ABC, в якому AM = r?
Розв’язання. У будь-якому трикутнику ABC медiана ma не коротша за висоту ha,

тому ma ≥ ha > 2r. Звiдси AM = 2
3
ma >

4
3
r та рiвнiсть AM = r неможлива.

Задача 11. У нерiвнобедреному трикутнику ABC вiдомо, що AM = 2r. Яка з
точок ближче до сторони BC: I чи M?

Розв’язання. Оскiльки MM1 = 1
2
AM = r, то вiдстань вiд точки M до прямоi BC

менша за BC (довжина перпендикуляра менша за довжину похилої). А вiдстань вiд
точки I до прямої BC дорiвнює r. Отже, точка M ближче.

Задача 12. Нехай AM = MD, де D — точка перетину променя AM з описа-
ним навколо трикутника ABC колом. Довести, що квадрати сторiн трикутника ABC
утворюють арифметичну прогресiю.

Доведення. Оскiльки M — середина AD та AM1 =
3
2
AM,

то DM1 = 2AM − AM1 =
1
2
AM (рис. 8). Тодi для хорд BC

та AD маємо

BM1 · CM1 =
a2

4
= AM1 ·DM1 =

3
4
AM2.

Враховуючи, що AM2 = 2(b2+c2)−a2

9
(властивiсть 7), дiста-

ємо, що a2

4
= 2(b2+c2)−a2

12
, звiдки 3a2 = 2b2 + 2c2 − a2, або

2a2 = b2 + c2, тобто b2, a2, c2 — арифметична прогресiя.
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III. Вiдрiзок AO = R.

Властивiсть 9. AO = a
2 sinA

(теорема синусiв).
Властивiсть 10. AO = bc

2ha
.

Доведення. Нехай коло ω описане навколо трикутни-
ка ABC (рис. 9). Проведемо дiаметр AD. Прямокутнi
трикутники ABH1 та ADC подiбнi за двома кутами.
Тодi b

ha
= 2R

c
, або bc = 2Rha (формула Брахмагупти).

Отже, AO = R = bc
2ha

.

Властивiсть 11. AO = abc
4S

.

Властивiсть 12. AO ≥ 2r.
Доведення. Згiдно з формулою Ойлера OI2 = R2 − 2Rr = R(R − 2r) ≥ 0. Тому

R− 2r ≥ 0, або AO = R ≥ 2r.

Окремi випадки.

Задача 13. Нехай AO = a. Знайдiть величину кута A.
Розв’язання. За теоремою синусiв AO = a

2 sinA
. Отже, рiвнiсть a = a

2 sinA
викону-

ється тодi й лише тодi, коли sinA = 1
2
, тобто при A = 30◦ або A = 150◦.

Задача 14. Визначте вид трикутника ABC, в якому AO = 2r.
Розв’язання. За формулою Ойлера OI2 = R2 − 2Rr = 4r2 − 4r2 = 0. Отже, точки

O та I збiгаються, а це можливо лише у рiвносторонньому трикутнику.

IV. Вiдрiзок AI.

Властивiсть 13. а) AI = r
sin A

2

; б) AI = p−a

cos A
2

.

Доведення. Нехай K — точка дотику вписаного у три-
кутник ABC кола зi стороною AB. Тодi трикутник AIK
прямокутний, IK = r та AK = p − a (рис. 10), звiдки
r = AI sin A

2
та p− a = AI cos A

2
.

Властивiсть 14. AI =
√
bc(p− a)/p.

Доведення. Перемножимо лiвi та правi частини рiвно-
стей iз пунктiв а) та б) властивостi 13:

AI2 =
r(p− a)

sin A
2
cos A

2

=
2r(p− a)

sinA
=

2bcpr(p− a)

bcp sinA
=

2bcS(p− a)

2Sp
=

bc(p− a)

p
.

Звiдси AI =
√
bc(p− a)/p.

Властивiсть 15. AI = b+c
a

· IL1, де AL1 — бiсектриса кута A.
Доведення. За властивiстю бiсектриси b

c
= CL1

BL1
= CL1

a−CL1
, звiдки CL1 =

ab
b+c

(рис. 11).
Оскiльки CI — бiсектриса трикутника ACL1, то знову за властивiстю бiсектриси дi-
стаємо

AI

IL1

=
b

CL1

=
b
ab
b+c

=
b+ c

a
,

тобто AI = b+c
a

· IL1.
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Властивiсть 16. AI = AL1 · b+c
2p

.

Доведення. За властивiстю 15 маємо AI
IL1

= b+c
a

, або IL1

AI
= a

b+c
. Тодi

IL1

AI
+ 1 =

a

b+ c
+ 1,

IL1 + AI

AI
=

AL1

AI
=

a+ b+ c

b+ c
=

2p

b+ c
.

Звiдси AI = AL1 · b+c
2p

.

Властивiсть 17. AI2 = bc− 4Rr.
Доведення. Згiдно iз властивiстю 14 маємо

AI2 =
bc(p− a)

p
= bc− abc

p
= bc− 4SR

p
= bc− 4prR

p
= bc− 4Rr.

Властивiсть 18. а) AI = bc
AIa

; б) AI = 2Rha

AIa
.

Доведення. Оскiльки CI — бiсектриса кута C
трикутника ABC, а CIa — бiсектриса сумiжного з
ним зовнiшнього кута, то ∠ICIa = 90◦ (рис. 12).
Але ∠CIIa = A+C

2
(зовнiшнiй кут трикутника

AIC), тому третiй кут трикутника ICIa дорiв-
нює B

2
. Отже, трикутники ABI та AIaC подiбнi

за двома кутами. Таким чином, AI
b

= c
AIa

, тобто
AI = bc

AIa
.

Звiдси одразу дiстаємо рiвнiсть б), оскiльки
bc = 2R · ha (властивiсть 10).

Окремi випадки.

Задача 15. Нехай AI = a. Доведiть, що площа
трикутника ABC дорiвнює S = r3

2a−p
.

Доведення. За теоремою Пiфагора AI2 = r2 + (p − a)2 (рис. 10). Враховуючи, що
AI = a, дiстаємо r2 = a2 − (p− a)2 = (2a− p) · p, r3 = (2a− p) · S та S = r3

2a−p
.

Задача 16. Нехай AI = R. Доведiть, що AIa = 2ha.
Доведення. За властивiстю 18 маємо AI = 2Rha

AIa
. Отже, R = 2Rha

AIa
та AIa = 2ha.
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Задача 17. Нехай AI = R. Доведiть, що вели-
чина кута A не перевищує 60◦.

Доведення. Нехай K — точка дотику вписаного
у трикутник ABC кола зi стороною AB (рис. 13).
Тодi sin A

2
= IK

AI
= r

R
. Оскiльки r ≤ R

2
(властивiсть

12), то sin A
2
≤ 1

2
. Звiдси A

2
≤ 30◦, тобто A ≤ 60◦.

Задача 18. Нехай AI = R. Доведiть, що вiд-
стань мiж центром вписаного у трикутник ABC
кола та центром зовнiвписаного кола, яке дотика-
ється до сторони BC, дорiвнює 4r.

Доведення. За теоремою синусiв для трикутни-
ка ABW маємо BW

sin A
2

= 2R (рис. 13). Тому

BW = 2R · sin A
2
= 2R · r

R
= 2r.

Оскiльки BW = CW = IW = WIa (теорема про
“тризуб”), то IIa = 4r.

Задача 19. Нехай AI = 2r. Доведiть, що A = 60◦.
Доведення. За властивiстю 13а) маємо AI = r

sin A
2

. Тому sin A
2
= 1

2
, звiдки A

2
= 30◦

та A = 60◦.
Задача 20. Нехай AI = 2IL1. Доведiть, що а) b+ c = 2a; б) MI ∥ BC.
Доведення. а) За властiвiстю 15 маємо AI = b+c

a
· IL1. Отже, 2IL1 =

b+c
a

· IL1, або
b+ c = 2a.

б) Оскiльки AI
IL1

= 2 (за умовою) та AM
MM1

= 2 (медiани дiляться точкою перетину у
вiдношеннi 2 : 1, рахуючи вiд вершини), то MI ∥ BC.

V. Вiдрiзок AE, де E — центр кола Ойлера.
Добре вiдомо, що у довiльному трикутни-

ку основи медiан M1,M2,M3, основи висот
H1, H2, H3 та E1, E2, E3 — середини вiдрiзкiв
AH,BH,CH вiдповiдно — лежать на одному
колi, яке називають колом дев’яти точок або
колом Ойлера (рис. 14). Оскiльки OM1, HH1

та серединний перпендикуляр до M1H1 пара-
лельнi, то цей серединний перпендикуляр про-
ходить через середину OH. Аналогiчно через
середину OH проходять серединнi перпенди-
куляри до M2H2 та M3H3, тому центр кола
Ойлера E є серединою вiдрiзка OH.

Властивiсть 19. AE2 = R2+b2+c2−a2

4
.

Доведення. Покажемо, що точка перетину медiан M належить вiдрiзку OH. Справ-
дi, оскiльки AH ∥ OM1, то ∠HAM = ∠OM1M (рис. 15), а з властивостi 1 випливає,
що AH : M1O = AM : M1M = 2 : 1. Тому трикутники AHM та M1OM подiбнi,
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звiдки ∠AMH = ∠M1MO, тобто H−M−O — одна пряма. Одночасно ми дiстали, що
HM = 2MO. Вiдмiтимо на вiдрiзку OH також точку N, для якої HN = NM = MO.
Тодi N — середина HM та M — середина NO.

Запишемо для трикутникiв AHM та AON фор-
мулу довжини медiани:

AN2 = 2(AH2+AM2)−HM2

4
, AM2 = 2(AN+AO2)−NO2

4
.

Зауважимо, що квадрати довжин вiдрiзкiв AO, AH
та AM вiдомi:

AO2 = R2, AH2 = 4R2 − a2, AM2 = 2(b2+c2)−a2

9

(властивостi 2 i 7). Позначимо HM2 = NO2 = x,
AN2 = y. Тодi{

4y = 2AH2 + 2AM2 − x,

4AM2 = 2y + 2AO2 − x,
звiдки

{
x = 2AH2−6AM2+4AO2

3
,

y = AH2+3AM2−AO2

3
.

Таким чином, OH2 =
(
3
2
HM

)2
= 9

4
x = 3

2
AH2 − 9

2
AM2 + 3AO2 =

= 3
2
(4R2 − a2)− 2(b2+c2)−a2

2
+ 3R2 = 9R2 − a2 − b2 − c2.

Оскiльки E — середина вiдрiзка OH, то за формулою довжини медiани

AE2 = 2(AO2+AH2)−OH2

4
= 2(R2+4R2−a2)−(9R2−a2−b2−c2)

4
= R2+b2+c2−a2

4
.

Окремi випадки.

Задача 21. Знайдiть кут A трикутника ABC, в якому AE2 = a2+b2+c2−5R2

4
.

Розв’язання. За властивiстю 19 маємо a2+b2+c2−5R2

4
= R2+b2+c2−a2

4
. Пiсля очевидних

перетворень дiстаємо, що a = R
√
3. Але за теоремою синусiв a = 2R sinA. Отже,

2R sinA = R
√
3 та sinA =

√
3
2
. Тодi A = 60◦ або A = 120◦.

Задача 22. Нехай AE = R
2
. Доведiть, що трикутник ABC прямокутний.

Доведення. За властивiстю 19 маємо AE2 = R2+b2+c2−a2

4
= R2

4
, отже b2 + c2 = a2.

VI. Який iз вiдрiзкiв бiльший?
Спробуємо з’ясувати, який iз вiдрiзкiв бiльший: вiд вершини до чудової точки або

його продовження — вiд чудової точки до сторони трикутника. Чи завжди це можна
визначити однозначно?

Задача 23. Який iз вiдрiзкiв бiльший: AM чи MM1?
Розв’язання. Вiдрiзок AM бiльше вдвiчi, адже AM

MM1
= 2.

Задача 24. Що бiльше: AI чи IL1?
Розв’язання. За властивiстю 11 маємо AI

IL1
= b+c

a
. Але b + c > a (нерiвнiсть трику-

тника). Тому AI > IL1.
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Задача 25. Нехай промiнь AO перетинає BC у точцi N. Що бiльше: AO чи ON?
Розв’язання. Точка N знаходиться всерединi описаного кола трикутника ABC.

Тому ON < R, а оскiльки AO = R, то AO > ON.
Задача 26. Що бiльше: AH чи HH1?
Розв’язання. Якщо ∠A ≥ 90◦, то HH1 > AH, оскiльки точка A належить вiдрiзку

HH1. Якщо ∠B ≥ 90◦ або ∠C ≥ 90◦, то AH > HH1, оскiльки точка H1 належить
вiдрiзку AH.

Нехай тепер трикутник ABC гострокутний. Тодi AH = 2R cosA, BH = 2R cosB
(властивiсть 3). Оскiльки ∠CBH2 = 90◦−C (рис. 16), то ∠BHH1 = C. Звiдси дiстаємо,
що HH1 = BH cosC = 2R cosB cosC. Отже,

AH
HH1

= 2R·cosA
2R cosB cosC

= cosA
cosB cosC

= − cos(B+C)
cosB cosC

= sinB sinC−cosB cosC
cosB cosC

= tgB tgC − 1.

Тому AH > HH1 при tgB tgC > 2 та AH < HH1 при tgB tgC < 2.

Задача 27. Нехай G — точка перетину прямих AE та BC. Що бiльше: AE чи EG?
Розв’язання. а) Нехай кут A гострий. Вiдкладемо на продовженнi OM1 вiдрiзок

M1F = OM1 (рис. 17). Оскiльки OM1 = 1
2
AH, то OF = AH та OF ∥ AH, звiдки

AOFH паралелограм. Точка E — середина дiагоналi OH, тому E також є серединою
дiагоналi AF. Точки A та F знаходяться по рiзнi сторони вiд BC, тому точка G лежить
мiж A та F, звiдки EG < 1

2
AF = AE. Отже, AE > EG.

б) Нехай кут A тупий. Вiдкладемо на продовженнi OM1 вiдрiзок M1F = OM1 та
знову дiстанемо паралелограм AOFH, в якому E буде точкою перетину дiагоналей
(рис. 18). Точки A та F знаходяться по одну сторону вiд BC, тому точка G не належить
вiдрiзку AF та EG > 1

2
AF = AE. Отже, у цьому випадку AE < EG.

в) Нехай кут A прямий. Тодi точка H збiгається з A, а точка O збiгається з M1.
Оскiльки E — середина OH, то E — середина AM1, а точка G збiгається з M1. Звiдси
AE = EG.

VII. Куди ближче?
Нехай A > B > C i вiдповiдно a > b > c. Визначимо, найближче до якої з вершин

розташована та або iнша чудова точка.
Задача 28. До якої з вершин найближче точка O?
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Розв’язання. До жодної! Адже AO = BO = CO = R.
Задача 29. До якої з вершин найближче точка H?
Розв’язання. За властивiстю 2 маємо

AH2 = 4R2 − a2, BH2 = 4R2 − b2, CH2 = 4R2 − c2.

Оскiльки a — найбiльша сторона, то вiдрiзок AH найменший, тобто точка H розта-
шована найближче до вершини найбiльшого кута трикутника.

Задача 30. До якої з вершин найближче точка M?
Розв’язання. За властивiстю 7

AM2 =
2(b2 + c2)− a2

9
, BM2 =

2(a2 + c2)− b2

9
, CM2 =

2(a2 + b2)− c2

9
.

Очевидно, що найменшим є вiдрiзок AM. Точка M теж розташована найближче до
вершини найбiльшого кута.

Задача 31. До якої з вершин найближче точка I?
Розв’язання. За властивiстю 17

AI2 = bc− 4Rr, BI2 = ac− 4Rr, CI2 = ab− 4Rr.

Оскiльки a > b > c, то величина AI2 = bc − 4Rr найменша. Точка I найближче до
вершини найбiльшого кута трикутника ABC.

Задача 32. До якої з вершин найближче точка E?
Розв’язання. З властивостi 19 випливає, що i точка E найближче до вершини

найбiльшого кута. Справдi,

AE2 = R2+b2+c2−a2

4
< BE2 = R2+a2+c2−b2

4
< CE2 = R2+a2+b2−c2

4
.

Наостанок пропонуємо цiкаву рiвнiсть, яка пов’язує одразу чотири з “наших” вiд-
станей.

Задача 33. Доведiть, що 8AE2 + 2AO2 = 9AM2 + AH2.
Доведення. Пiд час доведення властивостi 19 було встановлено, що

OH2 = 3
2
AH2 − 9

2
AM2 + 3AO2.

Оскiльки AE — медiана трикутника AOH, то звiдси

AE2 = 2(AO2+AH2)−OH2

4
= 4(AO2+AH2)−3AH2+9AM2−6AO2

8
= AH2−2AO2+9AM2

8
,

тобто 8AE2 + 2AO2 = 9AM2 + AH2.
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